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O comprimento da sombra (y) de um objeto (de altura “x”) em um dado
horario pode ser calculado a partir de relagdes trigonométricas simples quando se
conhece o angulo de elevagao (ou altura “h”) do Sol. Em geral, no entanto, lidamos
com a distancia zenital (z), que € o complementar da altura solar, isto é: h + z = 90°.
Assim, a relagdo trigonométrica util para calcular o comprimento da sombra é a
seguinte:

y =x.tan(z). (1)

Para obter a distancia zenital, € preciso utilizar simultaneamente os sistemas
de coordenada horizontal e equatorial celeste. Sem entrar em detalhes sobre esses
sistemas de coordenada (requer conhecimentos sobre trigonometria esférica), a
relagao util é a seguinte [1] :

cos(z) = sen(d,)sen(®) + cos(d,)cos(D)cos(H), (2)
onde
z - distancia zenital;
d, - Declinagao solar;
O - Latitude local;
H - Angulo Horério.

A declinagéo solar corresponde a um angulo medido a partir do equador
celeste (essencialmente um plano que corta o equador terrestre) até o Sol. Esse
angulo varia ao longo do ano entre -23,4° e +23,4° devido a inclinagédo do eixo de
rotacdo da Terra. Assim, por exemplo, no solsticio de verdo do hemisfério sul a
declinagéo solar vale -23,4° e nos equinocios 0°. Uma relagdo aproximada para o
calculo desse angulo para diferentes dias do ano é a seguinte [2]:

8, == 23,44°cos(3L (N + 10)), )

onde N é o dia do ano.

Ja o angulo horario (H) pode ser entendido como a distancia angular entre o
meridiano local e o meridiano onde o Sol se encontra. Por exemplo: quando o Sol se
encontra exatamente sobre o meridiano do observador, esse angulo vale zero graus
(H=0°). Quando o Sol se encontra sobre o meridiano de Greenwich, seu angulo
horario para um observador em Porto Alegre seria de -51° = -3,4h, ja que cada 15°
representa uma hora (a volta completa seria 360° = 24h). Assim, o angulo horario do
Sol é negativo a leste do meridiano local e positivo a oeste.



A maior dificuldade consiste em associar o angulo horario ao horario local.
Isso porque a posicdo solar ndo € adequada para marcar o tempo, ja que sua
trajetéria ndo € uniforme no céu ao longo do ano. Assim, é necessario entender
conceitos como hora solar verdadeira (H), hora solar média (Hm), hora civil (Hc) e
hora legal (HI). Para uma explanagao mais detalhada sobre essas grandezas,
recomendo a leitura de [1], porém, resumidamente:

H - E o angulo horario. Representa a posicdo do centro do Sol verdadeiro.

Hm - Representa a posigdo de um sol ficticio, que se move ao longo do equador
celeste com velocidade angular constante. E necessario a criacdo desse sol ficticio
para que todos os dias tenham a mesma duracao (24h), de forma que os intervalos
de tempo possam ser bem definidos. Para calcular Hm, basta subtrair a chamada
equacgao do tempo (e) da hora verdadeira (H):

Hm=H-e. 4)
O valor de “e” pode ser calculado com férmulas aproximadas, ou consultado em
tabelas para uma maior precisdo [3]. O comportamento da equagao do tempo ao

longo do ano esta expresso no grafico:
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A equacgao do tempo - Fonte [2]

A figura indica que o Sol médio esta defasado em relagdo ao Sol verdadeiro por até
cerca de 16 minutos = 0,26h = 4°. Valores positivos/negativos de “e” indicam que o
Sol médio esta adiantado/atrasado em relacédo ao sol verdadeiro.

Hc - A hora civil é definida levando em consideragdo a convengao horaria de que
um dia comecga (isto €, Oh) quando o Sol cruza o meridiano inferior local (o
meridiano diametralmente oposto ao meridiano local). Assim, quando o Sol cruza o
meridiano local (Hm ~ 0°), passou-se aproximadamente a metade de um dia (~12h,
ou 180° a partir do meridiano inferior). Logo, define-se a hora civil como

Hc = Hm + 180°. (5)



Hl - A hora legal é a que aparece no relégio oficial do local. Todos os locais
compreendidos em um mesmo fuso horario medem o tempo na Hora legal do fuso.
A HI do fuso é definida como a Hora civil (Hc) do seu meridiano central (por
exemplo, Porto Alegre se encontra em um fuso cujo meridiano central € -45°, ou
-3h). Em termos da Hora civil, localidades geograficas a oeste do meridiano central
estdo atrasadas em relagao ao fuso, enquanto localidades a leste estdo adiantadas
(assim, Porto Alegre estd atrasada em relacdo ao fuso, pois nossa longitude é
-51,2° ou -3,4h). Para determinar a Hora legal (HI), a posicdo especifica da
localidade deve ser “descontada” em relacdo ao meridiano central do fuso:

HI = Hc + (Fuso-Longitude). (6)

Onde “Fuso” é a posigao do meridiano central e “Longitude” € a longitude local. Para
Porto Alegre, o termo entre parénteses seria: (-3h-(-3,4h))=0,4h ou
(-45°-(-51,2°))=6,2°.

Finalmente, juntando as Eqgs. 4,5 e 6, podemos calcular o angulo horario do
Sol para uma localidade qualquer da Terra, a qualquer horario local:

H = HI + e + Longitude - Fuso - 180°. (7)

Repare que a variavel “Fuso” tem que ser corrigida em -1h caso a localidade esteja
em horario de verdo' (por exemplo, se em Porto Alegre fosse horario de veréo, o
fuso seria -2h, ndo -3h). Também é importante destacar que a equagéo do tempo
(e) deve ser avaliada no dia em questéo.

Passamos a ilustrar a aplicagado das relagcdes obtidas no calculo da sombra
de uma vareta de x=1m de altura disposta verticalmente no solo. Suponha que
estamos em Porto Alegre, a data em questdao é 31/12/2020 e sdo 14h. Nessa
situacao,

HI=14h e =-3m12s=-0,0533h F=-3h 180°=12h Long. =-3,4h
Pela Eq. (7)

H=14h+(-0,0533h)+(-3,4h)-(-3h)-12h=1h33m=23,2°.
Com o angulo horario podemos usar a Eq. 2 para obter a distancia zenital. Nossos
dados sé&o:
H=232° o, = 23,03° O =—30°.
Aplicando na Eq. 2:
z = cos !(sen(8,)sen(®) + cos(8,)cos(P)cos(H))
z = cos '(sen(— 23, 03%)sen(— 30°) + cos(— 23, 03° )cos(— 30°)cos(23,2°)) = 21, 7°.

' Em inglés, DST (Daylight Saving Time). Essa informagao é importante quando se utiliza algum
software de simulagdo em astronomia de posicao.



Com a distancia zenital podemos calcular a altura do Sol no horizonte:
h=90°—z=90-21,7=68,3°. Finalmente, calculamos o comprimento da sombra
pela Eqg. 1. Nossos dados sao:
z=21,7 x=1m
Aplicando na Eq. 1:
y = x.tan(z)
y = 1l.tan(21,7°) = 0,4 m = 40cm .
Os resultados obtidos sao instantaneos da posicao solar (as 14h). Para acompanhar
o movimento da sombra ao longo do ano em um local é necessario atualizar
diariamente a equacgéo do tempo e a declinagao solar. Além disso, em geral o fuso
horario muda em determinada época, dependendo do hemisfério da localidade. Em
2020, por exemplo, nao foi adotado o horario de verao no Brasil.

OBS: Rigorosamente, o angulo zenital (z) é influenciado também por uma pequena
distorcdo atmosférica, que chega a ~0,5° para as situagbes extremas de nascer e
ocaso do Sol [4]. Perto do meio dia o efeito é desprezivel, sendo esse um horario
ideal - em termos de precisdo - para realizar qualquer medida no relégio de Sol.
Outra fonte de erro na determinacao da sombra € o tamanho angular do Sol, que
nas equacgoes é considerado como um ponto no seu centro.
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